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RESUMO

O presente artigo contém elementos de uma pesquisa de mestrado e tem por
objetivo responder a seguinte questdo: Que aspectos intrinsecos aos processos de
ensino e de aprendizagem dos conceitos de Dependéncia e Independéncia Linear
sinalizam a importéncia de uma abordagem didatica desses conceitos balizada pela
Histéria da Matemdtica? Para tal, realizou-se uma pesquisa bibliogréfica em autores
que discutem as dificuldades encontradas pelos estudantes quando estes lidam com
os conceitos de Dependéncia e Independéncia Linear e ainda em estudiosos que
tratam do papel do formalismo e da axiomatizacdo nos processos educativos em
Algebra Linear. Apesar das linguagens formal e axiomdtica serem apontadas pela
literatura brasileira como fatores complicadores da compreensdo dos conceitos em
foco, na verdade configuram-se em elementos chave da disciplina, uma vez que
possibilitam o entendimento do cardter unificador e generalizante da Algebra Linear,
o qual desponta de sua propria constituicdo histérico-epistemoldgica. Desse modo,
o desafio do professor consiste em emprestar funcionalidade a esse formalismo e a
essa axiomatizacdo e, desse modo, a Histéria da Matemdtica emerge como um
importante provedor de recursos diddaticos para este fazer.

Palavras-chave: Histéria da Matemdtica. Algebra Linear. Dependéncia e
Independéncia Linear.

THE IMPORTANCE OF USING THE HISTORY OF MATHEMATICS IN EDUCATIONAL
PROCESSES IN LINEAR ALGEBRA

ABSTRACT
This article contains elements of a master's research and aims to answer the following
question: What aspects infrinsic to the teaching and learning processes of the
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concepts of Dependence and Linear Independence indicate the importance of a
didactic approach to these concepts based on the History of Mathematicse To this
end, bibliographic research was carried out on authors who discuss the difficulties
encountered by students when they deal with the concepts of Linear Dependence
and Independence and also on scholars who deal with the role of formalism and
axiomatization in educational processes in Linear Algebra. Although formal and
axiomatic languages are pointed out by Brazilian literature as complicating factors in
understanding the concepts in focus, in fact they are key elements of the discipline,
since they enable the understanding of the unifying and generalizing character of
Linear Algebra, which emerges of its own historical-epistemological constitution. In this
way, the teacher's challenge is to lend functionality to this formalism and this
axiomatization, and, in this way, the History of Mathematics emerges as an important
provider of didactic resources for this doing.

Keywords: History of Mathematics. Linear Algebra. Linear Dependence and
Independence.

LA IMPORTANCIA DEL USO DE LA HISTORIA DE LAS MATEMATICAS EN LOS
PROCESOS EDUCATIVOS EN ALGEBRA LINEAL

RESUMEN

Este articulo contiene elementos de una investigacion de maestria y pretende dar
respuesta a la siguiente interrogante: 3Qué aspectos infrinsecos a los procesos de
ensenanza y aprendizaje de los conceptos de Dependencia e Independencia
Lineales indican la importancia de un abordaje diddctico de estos conceptos a partir
de la Historia de las Matemdaticas? Para ello, se realizd una investigacion bibliografica
sobre autores que discuten las dificultades encontradas por los estudiantes cuando
tratan los conceptos de Dependencia e Independencia Lineal y también sobre
estudiosos que fratan sobre el papel del formalismo y la axiomatizacion en los
procesos educativos en Algebra Lineal. Aunque los lenguaijes formales y axiomdaticos
sean senalados por la literatura brasiena como factores que complican la
comprension de los conceptos en foco, de hecho son elementos clave de la
disciplina, una vez que posibilitan la comprensidn del cardcter unificador vy
generalizador del Algebra Lineal, que emerge de su propia constitucién histérico-
epistemoldgica. De esta forma, el desafio del docente es dotar de funcionalidad a
este formalismo y a esta axiomatizacién y, de esta manera, la Historia de las
Matemdticas emerge como una importante proveedora de recursos diddcticos para
este hacer.

Palabras clave: Historia de las Matemdticas. Algebra Lineal. Dependencia e
Independecia Lineal.

CONSIDERACOES INICIAIS

Nos Ultimos 10 anos, os processos de ensino e de aprendizagem em
Algebra Linear tém ganhado novos e maiores espacos de discussdo em

pesquisas desenvolvidas no campo da Educacdo Matemdtica no Brasil. Para

Revista Exitus, Santarém/PA, Vol. 13, p. 01 - 22, e023021, 2023.



Kt ISSN 2237-9460

Celestino (2000), a importé@ncia dessa disciplina e das pesquisas que as
envolvem configura-se no fato de que ela se encontra subjacente a quase
todos os campos da Matemdadtica, e assim, € de fundamental importéncia
dominar seus principais conceitos.

Nos cursos de Licenciatura em Matemdtica, a especificidade da
Algebra Linear consiste em oportunizar o primeiro contato do estudante com
o rigor e o formalismo necessdrio no estudo de objetos matemdticos, em que
o professor exige demonstracdes e/ou argumentos explicativos de
procedimentos e de concepcdes conceituais adotadas. Contudo, muitos
deles se veem impossibilitados em desenvolver tais habilidades, e recorrem a
memorizacdo na garantia de suas aprovacdes (DORIER, 1998).

Segundo Dorier et al. (1994), o primeiro contato dos alunos com a
disciplina Algebra Linear, em termos gerais, ndo ocorre de maneira muito
tranquila, uma vez que eles tém a sensacdo de estar pousando em um
planeta totalmente diferente e ndo conseguem encontrar caminhos neste
novo mundo. As principais criticas proferidas por esses novos habitantes estdo
relacionadas ao grande nUmero de novas definicdes, a falta de conexdo com
conteudos anteriores e ainda o formalismo utilizado em seu estudo.

Ainda em acordo com Dorier et al. (1994), como forma de amenizar tais
criticas, os professores tendem a minimizar a presenca do formalismo na
conducdo da disciplina e priorizam aspectos algoritmicos e operacionais em
suas tarefas. No entanto, tal abordagem acarreta uma formacdo deficiente,
haja vista que, apesar de conseguirem resolver tais tarefas, os alunos
apresentam lacunas significativas na compreensdo conceitual de nocdoes
elementares, dentre as quais, Dependéncia e Independéncia Linear.

Diante desse cendrio, a busca por recursos ou metodologias que
confribuam para uma compreensdo conceitual com significado nos
processos de ensino e de aprendizagem em Algebra Linear se faz necessdria
e de extrema importéncia na formacdo inicial do professor de Matemdatica.
Com efeito, se faz pertinente de antemado investigar os principais aspectos
inerentes a esses processos para, em seguida, explorar mecanismos diddaticos
que possibilitem sua producdo (BRANDEMBERG, 2017; 2018).
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Nesse contexto, apresentamos configuracdes dos proprios Processos
educativos, de ensino e de aprendizagem, em Algebra Linear que explicitam
aimporténcia do uso de elementos da Histéria da Matemdtica como ‘recursos
diddaticos’ que promovam uma compreensdo conceitual com significado das
nocoes de Dependéncia e Independéncia Linear. Tal propdsito materializa-se
na seguinte questdo: Que aspectos intrinsecos aos processos de ensino e de
aprendizagem dos conceitos de Dependéncia e Independéncia Linear
sinalizam a importGncia de uma abordagem diddtica desses conceitos
balizada pela Histéria da Matemdatica?e

A fim de possibilitar uma leitura clara e objetiva, este trabalho
contempla a seguinte organizacdo. Com excecdo das consideracoes iniciais
e consideracoes finais, o corpus do texto estd dividido em quatro secdes. Na
primeira secdo, com base em teses e dissertacdes brasileiras, discutimos os
principais obstaculos encontrados pelos estudantes quando estes lidam com
0s conceitos de Dependéncia e Independéncia Linear.

Na segunda secdo, discorremos acerca do papel do formalismo e da
axiomatizacdo no processo de constituicdo histérica da Algebra Linear, assim
como a sua refletividade nos atuais processos de ensino e de aprendizagem
dessa disciplina.

Na terceira secdo, argumentamos em favor da insercdo de aspectos
histéricos dos conceitos de Dependéncia e Independéncia em cursos de
Algebra Linear, alicercados em especificidades do préprio processo de ensino
e de aprendizagem e que sinalizam a importancia de sua utilizacdo.

Na quarta secdo, apresentamos o exemplo de um elemento extraido
da Histéria da Matemdtica, que pode ser abordado em sala de aula na forma
de um ‘recurso diddtico’ que possibilite a compreensdo conceitual com

significado dos conceitos em discussdo por licenciandos em Matemdatica.

OS CONCEITOS DE (IN)DEPENDENCIA LINEAR NA LITERATURA BRASILEIRA

Com o propdsito de compreender mais afundo os obstdaculos

apontados pela literatura no que se refere a aprendizagem dos conceitos de
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Dependéncia e Independéncia Linear, realizamos uma revisdo em teses e
dissertacoes brasileiras que tenham investigado a referida temdatica entre os
anos de 2000 e 2020. Os repositorios digitais da Coordenacdo de
Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior (CAPES) e da Biblioteca Digitall
Brasileira de Teses e Dissertacdes (BDTD) constituiram-se em fontes nas quais os
procedimentos de pesquisa foram executados.

A chave de busca utilizada foi ‘Dependéncia e Independéncia Linear’
e nos detivemos em producdes desenvolvidas em Programas de Pos-
Graduacdo em Educacdo Matemdtica, Educacdo em Ciéncias e
Matemdticas, Ensino de Ciéncias e Matemdticas e afins. Ao final do
levantamento, foi possivel observar que estudos dessa natureza tém sido
desenvolvidos de maneira pontfual, uma vez que obfivemos um ftotal de trés
dissertacdes de mestrado, a saber, Grande (2006), Andrade (2010) e Souza
(2016). A leitura desses trabalhos pautou-se na identificacdo dos obstaculos a
compreensdo dos conceitos em foco apontados pela literatura.

O estudo de Grande (2006) teve por objetivo investigar quais sdo os
reqistros de representacdo semidtica mais utilizados em livros diddticos de
Algebra Linear com relacdo aos conceitos de Dependéncia e Independéncia
Linear. A fim de obter base a sua andlise, Grande (2006) realizou uma
investigacdo do desenvolvimento histérico dos conceitos de Dependéncia e
Independéncia Linear, e ainda um levantamento das dificuldades dos alunos
quando estes lidaom com os conceitos supracitados, na perspectiva da
literatura internacional, haja vista seu pioneirismo no Brasil sobre o tema.

De maneira geral, Grande (2006) evidenciou que a dificuldade mais
comum nos conceitos de Dependéncia e Independéncia Linear diz respeito
a incapacidade dos alunos em transpor esses conceitos a outros contextos
como geometria, funcdes, matrizes etc., considerando-se que eles
conseguem aplicar esse conhecimento apenas nas n-uplas, a partir de um
algoritmo memorizavel. Para Grande (2006), estas dificuldades estdo
infimamente ligadas a incompreensdo do cardter unificador e generalizante

possibilitado pelo aspecto formal da disciplina, que por sua vez pode ser
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observado no desenvolvimento histérico das nocdes de Dependéncia e
Independéncia Linear.

Andrade (2010) investigou os requisitos necessarios ao desenvolvimento
de softwares educativos que amparassem a aprendizagem a distGncia dos
conceitos de Dependéncia e Independéncia Linear, a partir da elaboracdo
de um instrumento para levantar as dificuldades de aprendizagem nesses
conceitos. Em sua andlise, Andrade (2010) percebeu que a visualizacdo dos
conceitos de Dependéncia e Independéncia Linear como procedimento e
ndo como uma relacdo entre vetores configura-se como uma das principais
dificuldades identificadas.

Ainda segundo Andrade (2010, p. 67), essa situacdo caracteriza-se
como confusdo entfre procedimento e objeto, cujo a nafureza esta
diretamente relacionada ao excesso do formalismo e abstracdo inerentes aos
objetos da Algebra Linear, que por sua vez ndo permitem a compreensdo
propriamente dita dos conceitos de Dependéncia e Independéncia Linear,
mas sim o tratamento operacional dado a eles em sua verificacdo. Assim
como Grande (2006), Andrade (2010) pontua o formalismo exacerbado das
definicobes como obstdculo a compreensdo do cardter unificador e
generalizante dos objetos da Algebra Linear.

Souza (2016) investigou as dificuldades e concepcoes de licenciandos
em Matemdtica com relacdo aos conceitos de Dependéncia e
Independéncia Linear por meio da aplicacdo de um questiondrio. Em suas
andlises, a autora percebeu que as dificuldades estavam atreladas tanto &
natureza da Algebra Linear quanto aos aspectos subjetivos dos alunos.
Quanto as dificuldades particulares a natureza da disciplina, foram elencadas
quatro subcategorias: linguagem; entendimento dos conceitos; Identificacdo
de conjuntos linearmente dependentes e conjuntos linearmente
independentes e reconhecimento da representacdo grdfica.

Os resultados pontuados por Souza (2016) subjazem a dificuldade dos
alunos em transitar por diferentes tipos de registros de vetores Linearmente
Dependentes e Independentes, bem como de compreender esses conceitos

em outros objetos diferentes das tradicionais n-uplas. Ademais, para Souza
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(2016), as dificuldades envolvendo os conceitos em questdo estdo
diretamente relacionadas ao cardter formal com que eles sdo apresentados,
haja vista que para o aluno esse formalismo ndo faz sentido algum e,
eventualmente, o conduz a memorizacdo de procedimentos sem
compreendé-los.

Diante dos estudos supracitados, foi possivel observar que a principal
dificuldade na compreensdo dos conceitos de Dependéncia e
Independéncia Linear, pontuada pela literatura, diz respeito ao fato dos
alunos ndo os visualizar em diferentes registros de representacdo semidtica
(GRANDE, 2006; SOUZA, 2016), assim como em outros objetos matemdticos
que ndo as tradicionais n-uplas (ANDRADE, 2010).

Contudo, se faz necessdrio esclarecer que, apesar de a literatura
brasileira apontar o formalismo e a axiomatizacdo como elementos
complicadores da compreensdo dos conceitos de Dependéncia e
Independéncia Linear, estes na verdade exerceram papel fundamental da
constituicdo histérica da Algebra Linear enquanto campo disciplinar, e ainda
tem sido apontado por autores como elementos essenciqis para o
entendimento do cardter unificador e generalizante da disciplina. Assim, na
proxima secdo, discutimos de maneira mais acentuada suas naturezas,

funcionalidades e importdncias nos processos educativos da disciplina.

O FORMALISMO NOS PROCESSOS EDUCATIVOS EM ALGEBRA LINEAR

Conforme vimos discutindo, a linguagem formal (e axiomdtica) com a
qual os conceitos de Dependéncia e Independéncia Linear sdo trabalhados
em cursos de licenciatura em Matemdtica € visualizada como sendo um
aspecto problemdtico que impossibilita a compreensdo do cardter unificador
e generalizante da Algebra Linear. Contudo, é necessdrio ressaltar que essa
linguagem emergiu de sua propria constituicdo a partir do século XIX, tendo
em vista seu potencial em unificar diferentes métodos e ferramentas existentes

e generalizando-as (DORIER, 1998).
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Dorier (1995a) concebe a teoria dos espacos vetoriais como um
exemplo de teoria unificadora e generalizante, haja vista sua concepcdo de

conceitos dessa natureza, a saber,

Conceitos unificadores e generalizantes unificam e generalizam
diferentes métodos, ferramentas e objetos, que existiam anteriormente
em uma variedade de ambientes. Este tipo de conceito é entdo um
conceito formal que unifica os vdrios objetos dos quais foi abstraido.
Ndo foi necessariamente criado para resolver novos problemas, mas
para tornar a solucdo de muitos problemas mais facil ou mais
semelhantes entre si (DORIER, 19950, p. 177, fraducdo nossal).

Desse modo, podemos observar que a linguagem formal (e axiomdtica)
exerce um papel fundamental nos processos de ensino e de aprendizagem
dos conceitos da Algebra Linear, uma vez que ela possibilita ao estudante
compreender o cardter unificador e generalizante da referida disciplina (ou
subdrea do conhecimento) por meio da visualizacdo de diferentes objetos
matemdticos em diversos contextos como elementos coesivos passiveis de
generalizacdo, mediante caracteristicas comuns entre si. Esses aspectos
podem ser visualizados na constituicdo histérica da Algebra Linear.

O fratamento intuitivo de equacdes lineares no inicio do século XVIII foi
o marco inicial da emersdo de conceitos da Algebra Linear. Entretanto, a
adocdo dos determinantes em problemas de linearidade resultou em uma
superposicdo do cardter operatdrio em detrimento do intuitivo e ndo permitiu
que novas ideias pudessem ser descobertas. Posteriormente, com a
unificacdo das equacdes e n-uplas com relacdo a linearidade, os
determinantes foram usados com mais énfase em problemas desse tipo, e
forneceram bases para a constituicGo das matrizes, que tiveram papel
fundamental na representacdo das transformacdes lineares (DORIER, 2000).

A geometria tfambém se constituiu como terreno no qual as ideias
relacionadas & Algebra Linear foram germinadas. A busca por um cdlculo
geométrico intrinseco proposto por Leibniz (1645 — 1716) foi perseguida por
muitos matemdticos e possibilitou grandes contribuicoes ao cdlculo vetorial e
até mesmo aos espacos vetoriais. Os esforcos empreendidos pelos
matematicos na representacdo das quantidades imagindrias para a sua

legitimacdo foi de grande valia, haja vista que culminou no nascimento dos
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sistemas de William Hamilton (1805 — 1865) e de Hermann Grassmann (1809 —
1877). Tais sistemas, de modo geral, foram tomados como subsidios por outros
matemdticos para as primeiras nocdes axiomdticas em Algebra Linear
(DORIER, 2000).

Apesar de Grassmann ter definido alguns conceitos da Algebra Linear
de forma generalizada, as suas abordagens axiomaticas tiveram que ser
redescobertas outras duas vezes para que finalmente fossem aceitas. Na
segunda vez, os espacos vetoriais sobre os nUmeros reais foram denominados
de sistemas lineares e foram apresentados por meio de uma abordagem
axiomdtica possivel de evidenciar suas aplicabilidades e pertinéncia diante
dos problemas da época. Confudo, muitos desses frabalhos ndo
ultrapassaram os muros de seus paises de origem, e assim, ndo obtiveram uma
grande notoriedade diante da comunidade académica (MOORE, 1995).

Os espacos vetoriais foram redescobertos uma terceira vez no contexto
da andlise funcional por meio de uma abordagem axiomdtica que permitiu a
unificacdo e generalizacdo de diversos conceitos, dentre os quais, o de
funcdo. Paralelamente a isso, Algebra Moderna foi o contexto de
amadurecimento e consolidacdo da definicdo de espaco vetorial como um
modulo topolégico sobre um anel. Essa definicdo permitiv que a Algebra
Linear fosse concebida como a drea que estuda os mddulos sobre um anel e
seus homomorfismos (transformacades lineares), os quais sdo representados por
matrizes quando o médulo tem uma base finita (MOORE, 1995).

De fato, a partir dos escritos de Moore (1995) e Dorier (2000), € possivel
observar que apesar da Algebra Linear ser concebida como uma disciplina
relativamente nova no meio académico, os conteldos que a compdoem tém
suas origens desde os tempos das civilizagcdes antigas e suas raizes encontram-
se em diversos contextos e momentos da Histéria da Matemdtica. Este fato
ratifica a conceituacdo dada por Dorier (1995a; 1998) como uma disciplina
unificadora e generalizante de conceitos e objetos existentes ao longo do
tempo, e assim explicita a linguagem formal (e axiomdatica) como ferramenta

universal e necessdria para o fazé-lo.
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No entanto, para Dorier (1995a; 1998) a praticidade do formalismo e da
axiomatizacdo da Algebra Linear ndo é de fécil entendimento ao estudante,
UMa vez que para isso seria necessArio que ele conhecesse todos os contextos
matematicos que a subsidiaram. O desafio do professor, portanto, concretiza-
se em dar um aspecto funcional ao formalismo como sendo Unico meio de
compreender diferentes aspectos anteriores denfro de uma mesma
linguagem, por meio de uma nocdo mais intuitiva, para que o estudante
consiga visualiza-lo em qualguer objeto matemdatico compreendido como um
elemento do espaco vetorial, fais como funcodes, matrizes e polindbmios.

Nesse contexto, Dorier (1995a) distingue duas etapas na construcdo de
um conceito unificador e generalizante, que segundo ele correspondem a
dois processos mentais na aprendizagem: (I) O reconhecimento de
semelhancas entre objetos, ferramentas e métodos dd vida ao conceito
unificador e generalizante e (ll) A explicitacdo do conceito unificador e
generalizante como objeto induz uma reorganizacdo de antigas
competéncias e elementos do conhecimento. Desse modo, a linguagem
formal e axiomdatica deve ser apresentada como resposta a um problema que
os estudantes sdo capazes de compreender e fazer por conta propria.

A ideia, portanto, consiste em inserir o estudante em uma atividade
matemdatica na qual ele possa resolver e ao mesmo tempo refletir sobre
algumas possibilidades de generalizacdo e unificacdo. Para Dorier (1998), isso
implica ndo somente em dar exemplos de objetos diferentes em distintos
contextos, mas também em mostrar como todos esses exemplos estdo
conectados e qual é o papel dos conceitos formais em relacdo a atividade
matemdtica envolvida nas tarefas, para que assim ele compreenda a
importéncia de todo esse formalismo no estudo da Algebra Linear.

Sendo assim, fendo em vista as dificuldades na compreensdo dos
conceitos de Dependéncia e Independéncia Linear elencadas por Grande
(2006), Andrade (2010) e Souza (2016), e ainda a imprescindibilidade do
formalismo na visualizacdo do cardter unificador e generalizante da Algebra
Linear apontada nos estudos de Dorier et al. (1994) e Dorier (1995a; 1998),

levantamos a hipdtese de que a visualizacdo do cardter unificador e

Revista Exitus, Santarém/PA, Vol. 13, p. 01 - 22, e023021, 2023.

10



ﬁ ISSN 2237-9460

generalizante das nocdes de Dependéncia e Independéncia Linear poderia
conftribuir para a compreensdo desses conceitos com mais significado pelos
alunos.

Vemos na Histéria da Matemdtica elementos de uma interessante
alternativa diddtica para explicitar o carater unificador e generalizante das
nocoes de Dependéncia e Independéncia Linear, bem como compreender
a importdncia do formalismo em tais processos, na medida em que serdo
fornecidos aos alunos subsidios histérico-epistemoldgicos G uma compreensdo
conceitual com significado.

Questdes sobre a concepcdo histérica adotada, o modo como essa
historia pode ser inserida e suas relacoes intrinsecas com os processos de
ensino e de aprendizagem em Algebra Linear sdo mais bem discutidas na

proxima secado.

SOBRE O USO DA HISTORIA NO ENSINO DE CONTEUDOS MATEMATICOS

Muitos estudiosos tém defendido as contribuicdes que acdes docentes
balizadas em elementos (aspectos) da Histéria da Matemdatica possibilitam
Qo0s processos de ensino e de aprendizagem desta disciplina, tais como Miguel
e Miorim (2004); Miguel (1993); Mendes (2006; 2016) e Brandemberg (2017;
2018). Um dos destaques desses trabalhos diz respeito ao fato de que uma
abordagem diddatica amparada na histéria fornece significado aos conteldos
matematicos na medida que se compreende os motivos que levaram & sua
constituicdo, o contexto histdrico, social e cultural das quais eles emergiram e
ainda as implicacdes que culminaram em suas configuracdes atuais.

Para Miguel (1993, p. 76), € possivel buscar na Histéria da Matemdatica
elementos que conduzam o aluno a perceber a Matemdtica como uma
criacdo humana, que a curiosidade estritamente intelectual pode levar G
generalizacdo e extensdo de ideias e teorias e ainda a natureza de uma
estrutura, de uma axiomatizacdo ou de uma prova. Tais elementos, assim,
possibilitam evidenciar a Algebra Linear como uma criacdo da humanidade,

proveniente da necessidade em unificar e generalizar diferentes métodos e
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objetos matematicos, a fim que se compreenda o papel exercido pelo
formalismo na abordagem desses conceitos.
Essas ideias enconfram suporte quando D'ambrosio (1999, p. 97) ratifica
o papel da Matemdtica na evolugcdo da humanidade
As ideias matemdticas comparecem em toda a evolucdo da
humanidade, definindo estratégias de acdo para lidar com o
ambiente, criando e desenhando instrumentos para esse fim, e
buscando explicacdoes sobre os fatos e fendbmenos da natureza e para
a propria existéncia. Em todos os momentos da histéria e em todas as

civilizacdes, as ideias matemadticas estdo presentes em todas as suas
formas de fazer e de saber (D' AMBROSIO, 1999, p. 97).

Nesse sentido, € possivel observar que a Histéria da Matemdatica
acompanha a existéncia da propria humanidade e sua razdo de ser no
mundo, ao mesmo tempo em que oportuniza a desmistificacdo de uma
Matemdtica fria, ideal, infalivel e absoluta.

Com esse proposito muitos estudiosos tém defendido a busca de
aspectos problematizadores dessas ‘histérias’, os quais possam ser vetorizados
em sala de aula, na forma de exercicios problematizadores de (re)descoberta
e de (re)construcdo conceitual, conforme expressam os estudos de Miguel e
Miorim (2004); Mendes (2006; 2016) e Brandemberg (2017; 2018).

Miguel e Miorim (2004) defendem que as ‘histérias’ podem e devem
constituir pontos de referéncia para a problematizacdo desde que sejam
devidamente constituidas para fins explicitamente pedagdgicos e
organicamente articuladas com as demais varidveis que intervém no
processo de ensino e de aprendizagem escolar da Matemdatica. Nesse viés,
Mendes (2006; 2016) defende que a Histéria da Matemdtica adequada a ser
inserida em sala de aula frata-se do desenvolvimento histérico e
epistemoldgico das ideias, conceitos e relacdoes matemdaticas ensinadas e
aprendidas na educacdo bdsica e no ensino superior.

Para Brandemberg (2017; 2018) a adocdo da Histéria da Matemdtica
como provedora de ‘recursos diddticos’ objetiva emprestar significado
contextual aos confeldos abordados nos cursos de licenciatura em

Matemdtica e servir como elemento de motivacdo para o desenvolvimento
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conceitual do estudante. Para Brandemberg (2018, p. 4) uma das formas de
realizar essa pratica é a elaboracdo de atividades de cunho histérico como,
por exemplo, apresentar aspectos do desenvolvimento histérico-
epistemoldgico dos conceitos em estudo.

Desse modo, para que essas ‘histérias’ possam ser vetorizadas na forma
de exercicios problematizadores que promovam a construcdo conceitual dos
objetos matemdadtico, se faz necessdrio construi-las e disponibilizd-las aos
professores para que estes adequem ao nivel cognitivo dos alunos, &
realidade da sala de aula e aos seus objetivos. Nesse contexto, defendemos
a possibilidade de inserir aspectos do desenvolvimento histérico dos conceitos
de Dependéncia e Independéncia Linear, em seu cardter unificador e
generalizante, na forma de exercicios problematizadores de (re)descoberta e
(re)construcdo conceitual conforme sugerido por Mendes (2006; 2016) e
Brandemberg (2017; 2018).

O papel que a Histéria da Matemdtica pode exercer nos pProcessos
educativos, de ensino e de aprendizagem, em Algebra Linear aparece de
maneira mais explicita quando Coimbra (2008) destaca o desconhecimento
da Histéria da Matemdtica como sendo um dos aspectos problemdaticos
nesses processos. Para Coimbra (2008, p. 34), o conhecimento histérico da
Algebra Linear é de grande import@ncia para a sua compreensdo enquanto
ideia unificadora, a qual ndo pode faltar ao professor e deve estar presente
em todos os momentos para que os alunos percebam toda a sua extensdo e
ndo tenham uma visdo parcial e deformada do assunto.

Visualizamos uma Histéria da Matemdtica que pode auxiliar o professor
de Matemdtica na explicitacdo do cardter unificador e generalizante das
nocoes de Dependéncia e Independéncia Linear, tendo em vista sua
especificidade em fornecer aspectos (elementos, processos, algoritmos) que
elucidem a necessidade da criacdo dos conceitos em questGdo como
linguagem universal aos conhecimentos da época.

Nosso propodsito € que estes aspectos possam ser vetorizados em sala de
aula na forma de exercicios problematizadores de (re)construcdo e

(re)descoberta, nos quais os alunos valorizem o viés axiomdatico da disciplina
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e compreendam o formalismo como linguagem fundamental com a qual os
objetos da Algebra Linear devem ser trabalhados.

A fim de materializar nossas colocagcdes quanto d insercdo de aspectos
histéricos dos conceitos de Dependéncia e Independéncia Linear em cursos
de Algebra Llinear, na préxima secdo apresentamos o exemplo de um
elemento extraido da histéria da constituicdo do referido campo disciplinar, o
qual pode ser abordado em sala de aula, visando uma compreensdo

conceitual com significado dos conceitos em discusscdo.

LEONHARD EULER E A NOGCAO DE DEPENDENCIA INCLUSIVA

Conforme apresentado inicialmente, este trabalho figura o recorte de
uma pesquisa de mestrado, na qual investigou-se de que forma diferentes
nocoes, concebidas por matematicos ao longo do tempo e do espaco e que
remontam aos atuais conceitos de Dependéncia e Independéncia Linear,
poderiam ser inseridas em processos educativos, de ensino e de
aprendizagem, em Algebra Linear, de modo a viabilizar uma compreensdo
conceitual com significado aos licenciados em Matemdtica.

As nocoes matematicas, isto €, os elementos da Histéria da Matematica,
identificadas ao longo do decurso do processo investigatério podem ser
visualizadas com maiores detalhes em Dias (2022). Nesta secdo, contudo,
apresentamos a nocdo de Dependéncia Inclusiva desenvolvida por Leonhard
Euler (1707 - 1783) em 1750.

Euler foi o primeiro matemdatico a langcar um olhar mais intuitivo sobre os
sistemas de equacdes lineares a partir da publicacdo, em 1750, de sua obra
intitulada Sur une Confradiction Apparente dans la Doctrine des Ligna
Courbes, na qual ele estudou o conhecido paradoxo de Cramer e a premissa
de que um sistema linear de n equacdes e n incodgnitas teria uma Unica
solucdo. Euler percebeu que nem sempre isso era verdade, e para demonstrd-
lo fez um estudo analitico e intuitivo de sistemas de equacdes em que o
numero de incognitas era igual ao niUmero de equacgdes e chamou atencdo
para um ‘incidente’ (DORIER, 2000).
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Euler tomou, inicialmente, um sistema contendo duas equacdes, sejam
elas, 3x —2y =5 e 4y = 6x — 10, e evidenciou que ao tentar resolvé-lo por
eliminacdo e substifuicdo uma incognita sempre permaneceria

indeterminada e salientou o motivo de tal acontfecimento:

Veremos que ndo é possivel determinar as duas incégnitas x e y, pois
ao eliminar um x, a outra desaparece sozinha e obtemos uma
equacdo idéntica da qual nada podemos determinar. A razdo para
este incidente é primeiro ébvia, uma vez que a segunda equacdo
muda para éx — 4y = 10, que sendo apenas a primeira 3x — 2y = 5
dobrada, ndo difere dela (EULER, 1750 apud DORIER, 2000, p. 7,
fraducdo nossal).

Segundo Dorier (1995b, p. 229), € bem verdade que uma observacdo
trivial como esta, mesmo para a época, fosse notada por outros matemdaticos,
porém ndo era suficiente para justificar tal incidente. Este fato, segundo o
autor, evidencia o motivo que fez com que Euler tivesse que resolver o sistema
para provar suas conjecturas, além do que permite-nos observar que a
solucdo de um sistema era sua real preocupacdo. Euler ainda apresentou
outros exemplos com trés equacoes, sendo um exemplo com duas equacdes
semelhantes e outro em que uma era o dobro da soma das outras duas,

porém ao invés de resolvé-los, ele concluiu que:

Entdo, quando dizemos que para determinar trés incodgnitas, basta ter
frés equacodes, devemos adicionar esta restricdo, que essas trés
equacodes diferem tanto uma das outras que nenhuma j& esteja
incluida nas outras (EULER, 1750 apud DORIER, 2000, p. 8, traducdo
nossa).

Euler ainda discutiu um exemplo com um sistema contendo quatro
equacodes e observou que, nesse caso, duas incognitas poderiam ndo ser
determinadas (DORIER, 1995b). Ele tomou o seguinte sistema

5x+7y—4z+3v—-24=0
2x —3y+5z—6v—20=0
x+13y —14z+15v+ 16 =0
3x+10y—9z+9%v —-4=0
€ a0 resolvé-lo percebeu que valeriam apenas duas equacoes, pois tendo
trabalhado com a terceira chegou ao seguinte resultado
x= —13y + 14z —-15v - 16
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e apos substitui-lo na segunda equacdo, obteve
_ 33z-36v—52  —23z+433v+212
- 29 ex= 29

A substituicdo do valor de x e y na primeira e ha quarta equacdo levaria

y

a equacodes idénficas, ou seja, as incognitas z e v permaneceriam
indeterminadas. Novamente percebemos que a prova de Euler € dada em
funcdo da resolucdo do sistema por eliminacdo e substituicdo, porém este
ndo salienta nenhuma relacdo linear entre as equacdes, apesar de ser
possivel observar que a diferenca entre a primeira e a segunda equacdo
resulta na quarta, ou ainda que a diferenca entre a primeira e o dobro da
segunda resulta na terceira (DORIER, 1995b).

Apss apresentar e discutir todos esses exemplos, Euler apresentou uma
condicdo a ser inserida na premissa de que em um sistema de n equacdes n

incognitas seriam suficientes para determind-las:

Quando sustentamos que, para determinar n  quantidades
desconhecidas, & suficiente ter n equacdes que expressam sud
relacdo mutua, devemos adicionar a restricdo de que todas as
equacoes sdo diferentes umas das outras, ou de que nenhuma das
equacoes estd contida nas outras (EULER, 1750 apud DORIER, 19950,
p. 230, traducdo nossa).

Assentados em uma visdo moderna da Algebra Linear, visualizariamos o
termo ‘uma equacdo contida nas outras’, empregado por Euler, como o atual
conceito de Dependéncia e Independéncia Linear, entretanto, tais conceitos
referem-se a uma relacdo entre vetores emergentes de diferentes naturezas,
enquanto que a nocdo trabalhada por Euler estd imersa em um contexto
particular de equacodes. Assim, Dorier (1995b; 2000) defende que Euler, em
seus trabalhos sobre sistema de equacdes, apresentou a nocdo de
Dependéncia Inclusiva.

Tais dependéncias se equivalem quando trabalhadas no contexto das
equacoes, porém a de Euler € mais local e a nocdo de Dependéncia e
Independéncia Linear carrega consigo um cardter unificador e generalizante,

uma vez que unifica e generaliza essa definicdo de dependéncia para
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demais objetos matematicos, tais como n-uplas, matrizes e funcdes (DORIER,
1995b; 2000).

E vdlido relembrar que os estudos de Grande (2006), Andrade (2010) e
Souza (2016) apontam que a principal dificuldade encontrada pelos alunos
com relacdo aos processos de ensino e de aprendizagem dos conceitos de
Dependéncia e Independéncia Linear constituiu-se no fato de ndo conseguir
0s visualizar em outros objetos que ndo as tradicionais n-uplas, e ainda que o
formalismo e a axiomatizacdo presentes na abordagem da Algebra Linear sdo
os fatores complicadores que ocasionam esses obstaculos diddticos.

Contudo, se faz necessdrio evocar também que, segundo estudiosos da
constituicdo histérica da Algebra Linear, como Dorier (1995a; 1998), o
formalismo e a axiomatizacdo exercem papel fundamental na compreensdo
desse campo disciplinar enquanto ideia unificadora e generalizante de
diferentes métodos e técnicas existentes ao longo do tempo e do espaco. A
refletividade dessa compreensdo nos conceitos de Dependéncia e
Independéncia Linear se faz de extrema importdncia para que os estudantes
alcancem um entendimento conceitual com significado.

Nesse contexto, é possivel observar que a insercdo desses aspectos
histéricos concernentes a nocdo de Dependéncia Inclusiva de Euler em um
primeiro curso de Algebra Linear poderia trazer relevantes contribuicdes ao
processo de ensino e de aprendizagem em Algebra Linear, haja vista que a
abordagem de tais conceitos por meio do estudo da linearidade em
equacoes encaminhard o aluno & compreensdo da dependéncia como uma
relacdo entre objetos (vetores) e ndo apenas como um procedimento de
verificacdo executavel a partir de um algoritmo memorizével.

Apesar de ndo termos apresentado as outfras nocdes precedentes
identificadas ao longo da Histéria da Matemdtica, € importante salientar que,
quando abordadas em sala de aula, para além de contribuir para que os
estudantes possam compreender os conceitos de Dependéncia e
Independéncia Linear como uma relacdo e ndo como um procedimento a
ser verificado a partir de um algoritmo memorizavel, o contato com cada uma

delas oportuniza aos estudantes visualizar a linearidade em distintos objetos
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e/ou contextos matemdticos, tais como n-uplas, equacdes, matrizes,
polinbmios, funcdes etc., e assim conceber seu cardter unificador e
generalizante.

A insercdo desta nocdo referente aos conceitos de Dependéncia e
Independéncia Linear poderd contribuir ainda mais aos processos de ensino e
de aprendizagem quando readlizada sob a égide de atfividades de cunho
histérico, e o0s exercicios problematizadores de (re)descoberta e
(re)construcdo conceitual surgem como uma forma interessante de o fazé-lo,
na medida em que os alunos poderdo obter subsidios epistemoldgicos que
lhes permitam (re)construir os referidos conceitos a partir da revisita dos
contextos histérico, social, cultural e matematico em que as diferentes nocoes

foram concebidas.

CONSIDERACOES FINAIS

A questdo que norteou a construcdo do presente artigo foi a seguinte:
Que aspectos infrinsecos aos processos de ensino e de aprendizagem dos
conceitos de Dependéncia e Independéncia Linear sinalizam a importdncia
de uma abordagem diddtica desses conceitos balizada pela Histéria da
Matemdatica? Em busca de respondé-la construimos um didlogo tedrico com
autores que discutem sobre os processos de ensino e de aprendizagem em
Algebra Linear, em especial os conceitos de Dependéncia e Independéncia
Linear, bem como com estudiosos que dissertem sobre o uso da Histéria da
Matemdtica em sala de aula.

Por meio de uma investigacdo nas producdes da pds-graduacdo
brasileira nos Ultimos 20 anos sobre a temdtica, foi possivel observar que as
principais dificuldades apontadas por esses trabalhos dizem respeito
impossibilidade dos alunos em compreender/reconhecer os conceitos de
Dependéncia e Independéncia Linear em outros contextos/objetos que ndo
as tradicionais n-uplas. Para esses autores, essa dificuldade estd diretamente

relacionada ao formalismo (e axiomatizacdo) com o qual tais conceitos sdo
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trabalhados, visto que os impede de conceber o cardter unificador e
generdlizante de tais nocdes e da Algebra Linear como um todo.

Entretanto, ao estudar mais a fundo sobre o formalismo e sobre a
axiomatizacdo com o qual os conceitos da Algebra Linear séo trabalhados,
percebemos que estes na verdade sdo elementos chave da disciplina, uma
vez que configuraram uma linguagem universal e necessaria a generalizacdo
e unificacdo de métodos e ferramentas existentes no século XIX. Esse fato, nos
levou a refletir sobre a necessidade da compreensdo do cardter unificador e
generalizante da Dependéncia e Independéncia Linear, que por sua vez nos
parece fundamental para que a aprendizagem desses conceitos seja
efetivada pelo aluno com significado.

Nesse sentido, defendemos que elementos da Histdria da Matemdtica
podem se constituirem recursos diddaticos a serem utilizados em tais processos,
uma vez que oportuniza ao aluno a compreensdo do cardter unificador e
generalizante da Algebra Linear — o qual desponta de sua prépria constituicdo
historica e epistemoldgica — e que explicita a importdncia da linguagem
axiomdtica e formal para a sua atual caracterizacdo. Ademais, tfambém
discutimos o0 modo como essa histdria pode ser inserida em sala de aula, isto
€, na forma de exercicios problematizadores de (re)construcdo conceitual.

A fim de materializar nossas colocacodes, apresentamos a nocdo de
Dependéncia Inclusiva desenvolvida por Leonhard Euler no contexto dos
sistemas de equacodes lineares no ano de 1750, a qual poderd contribuir para
a compreensdo da Dependéncia e Independéncia Linear como uma relacdo
entre vetores e nGo como um simples procedimento. Projetamos que, abordar
as demais nocdes histéricas identificadas ao longo da constituicdo da Algebra
Linear poderd ampliar ainda mais o entendimento dos licenciandos em
Matemdtica com relacdo a esses conceitos, discussdo essa que se faz

proficua para um proximo texto cientifico.
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